ROWNNIA WYZSZYCH STOPNI

Przykiad 1

a) Rozwigz réwnanie 223 — 250 = 0.
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Jedyna liczba spelniajacg rownanie jest v/125, czyli ¢ = 5.

b) Rozwigz réwnanie 523 4+ 40 = 0.

5x°=—40 /:5

r’ = —8

[¥]

Jedyna liczbg spelniajacg réwnanie jest v/—8, czyli x = —2.

Cwiczenie 1
Rozwiagz réwnanie.

a) 72 —56 =0 c) 822 —1=0 e) 523 +0,625=0
b) 22° +54 =0 d) 2723 +8=0 f) 322 —192=0
Przyktad 2
a) Rozwigz réwnanie 23 — 4z = 0.
a( r2 4)=0 wylaczamy z przed nawias
r=0luba?-4=0
Réwnosé 22 — 4 = 0 zachodzi, gdy = —2 lub z = 2.

Zatem réwnanie ma trzy rozwigzania: —2, 01 2.
b) Rozwiaz réwnanie 2 + 9z = 0.
.I?( 72 + 9) =0 wylaczamy z przed nawias
r=0lubz24+9=0

Réwnanie 22 + 9 = 0 jest sprzeczne.
Zatem jedynym rozwigzaniem jest liczba 0.

Cwiczenie 2
Rozwiagz roéwnanie.
a) 23 —9x =0 c) 423 —x =0 e) =3 = 36z

b) 23 + 642 =0 d) 923 +2=0 f) 2% = —4x



Przyktad 3

Rozwigz réwnanie x(x + 2)(x — 3) = 0.

a-b-c= 0 wtedy i tylko wtedy, gdy

snosci i otrzymujemy: d=Uhibb=0hbec=10

Korzystamy z podanej obok wla- |\
z=0lubz+2=0lubzxz-3=0.

Zatem rownanie ma trzy rozwiazania: 0, —2 i 3.

Cwiczenie 3
Rozwigz rownanie.

a) z(r—2)(x—4)=0 d) (z4+1)(z+9)(3x—-1)=0
b) z(x —5)(x+6)=0 e) (x—9)2x+1)(2x—3)=0
c) x(z+1)2x+6)=0 f) 4z +1)(6x—9)(2x—-8)=0

1. Rozwiaz réwnanie.

a) 3z3 4 27 =51 d) 2723 4+9=8

b) 6423 4+7=28 e) z(z? +2) =2(z + 32)

c) 23 4 300 = 50 f) z(z2—4) = —4(z +2)
2. Ile rozwiazan réwnania nalezy do podanego przedzialu?

a) 3 — 16z = 0, (—2;6) d) 4z — z3 =0, (—2;4)

b) #® — 25z = 0, (—3;5) e) 4z + z° =0, (—4;0)

c) 22 -3x=0, (-3;3) f) z3 — 6z = 30z, (—8;8)



FUNKCJIA WYMIERNA

Funkcja f(x) = % jest okreslona dla x € R\ {0}. Sporzadzamy tabele wartosci
funkcji f, a nastepnie szkicujemy jej wykres.
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Wykres funkcji f(x) = 2, gdzie a # 0, oraz 4
kazda krzywa powstala z tego wykresu przez
przesuniecie rownolegle nazywamy hiperbolj. flz) =<

Wiasnosci funkcji f(x) = %:

[y

a) dla x < 0 funkcja f przyjmuje wartosci
ujemne (f(z) < 0), natomiast dla x > 0 ol 1 X
— przyjmuje wartosci dodatnie (f(x) > 0),

b) funkcja f nie ma miejsc zerowych,

c¢) funkcja f jest malejagca w przedzialach
(—00;0) 1 (0;00).

Uwaga. Zauwaz, ze funkcja f(z) = % nie jest ma-  Hiperbola sklada si¢ z dwéch
lejaca w zbiorze (—o0;0) U (0; 00). galezi.
Zauwazmy, ze wykres funkcji f(z) = % wzbliza sie” do prostej poziomej y = 0

i do prostej pionowej z = 0. O takich prostych méwimy, ze sa asymptotami
wykresu funkcji. Proste poziome nazywamy asymptotami poziomymi, proste
pionowe — asymptotami pionowymi.

Aby narysowa¢ wykres funkcji g(x) = —%, mozna sporzadzi¢ odpowiednig

tabele wartosci funkeji lub wykorzystaé¢ wykres funkeji f(z) = %

Przypomnijmy, ze wykres funkcji y = — f(x) otrzymujemy, odbijajac syme-
trycznie wzgledem osi OX wykres funkeji y = f(z).

Wiasnoséci funkeji g(z) = —%: Y] 'I
a) dlax < 0 funkcja g przyjmuje wartosci : !
dodatnie, natomiast dla x > 0 — przyj- 9) * 7 |
muje wartosci ujemne, I L
b) funkcja g nie ma miejsc zerowych, o o
c) funkcja g jest rosngca w przedzialach ~——=-+-- ~_0| 1 — jv(-
(—00:0) 1 (0;00), ale nie jest funkcja ™
rosnacg w swojej dziedzinie, i I
d) prosta y = 0 jest asymptota pozioma, flx) = %"
a prosta r = 0 — asymptota pionowa :
wykresu funkcji g. '




1. Do wykresu funkcji f(x) = £ nalezy punkt P. Naszkicuj ten wykres.
a) P(4,3) b) P(—3,-3) «¢) P(8—3) d) P(—v2,v?2)

2. Dla jakiej wartosci wspolczynnika a punkt P nalezy do hiperboli y = 27

a) P(—1,8) b) P(4,—16) c) P(-1,2) d) P(-5,—25)

Uwaga: nalezy wstawi¢ do wzoru wspodfrzedne punktu P.

Przykiad 1
Wykres funkcji f(x) = % + 2 otrzymu-
jemy przez przesuniecie hiperboli g(x) = %

o 2 jednostki w gore.

Prosta y = 2 jest asymptota pozioma wy-
kresu funkcji f, a prosta x = 0 — jego
asymptota pionowg. Zbiorem wartosci
funkcji f jest (—oo;2) U (2; 00).

Wykres funkcji y = f(x) + ¢ dla ¢ > 0 otrzymujemy przez przesuniecie
wykresu funkcji y = f(z) o ¢ jednostek w gore wzdluz osi OY .

Cwiczenie 1
Naszkicuj wykres funkcji f(x) = %, a nastepnie, stosujac odpowiednie przesu-
niecie, naszkicuj wykres funkcji g. Podaj zbiér wartosci funkeji g oraz rownania
asymptot jej wykresu.

1 . 1 ‘
A) g@) =2 +3 b) gx) =2 —1 ) glx) =1 -3

Hi £

Wykres funkcji y = f(x) — ¢ dla ¢ > 0 otrzymujemy przez przesuniecie
wykresu funkcji y = f(x) o q jednostek w dét wzdluz osi OY.

1. Naszkicuj wykres funkcji f. Podaj zbior wartosci tej funkcji oraz réGwnania
asymptot jej wykresu.

a) flz)=—=—1 ¢) flz) =1+
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2. Naszkicuj wykresy funkcji f i g. Podaj wzor funkcji g, jej dziedzine, zbior
wartosci 1 rownania asymptot, jesli wykres funkcji g otrzymujemy przez

przesuniecie wykresu funkcji:

a) f(z) =2 o2 jednostki w gore, b) f(x)

—% o 2 jednostki w dol.

Na rysunku przedstawiono wykres funkcji f(z) = —% + a. Podaj para-

metr a oraz wszystkie punkty o obu wspélrzednych catkowitych nalezace

do wykresu funkcji f.

a)g

c) | | |
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4. Dla jakich wartosci wspolezynnika ¢ punkt P nalezy do wykresu funkeji f7
6 ) 1
2) fa) = S +q, P(3,1) ¢) f@) = —L +q, P(Z,-)
2 6 ; ;
b) fx) =2 4q, P(=6,-3)  d) f2) = L +q, P(-VE V)
Przykiad 1 Y4
Naszkicuj wykres funkcji f(x) = ﬁ

Wykres funkcji f(z) = ﬁ otrzymujemy

przez przesuniecie hiperboli g(x) :%

o 3 jednostki w prawo.

Dziedzing funkcji f jest zbior R\ {3}.
Prosta = = 3 jest asymptota pionowa wy-
kresu funkcji f, a prosta y = 0 — jego
asymptota pozioma.

[REy

Wykres funkeji y = f(z — p) dla p > 0 otrzymujemy przez przesuniecie
wykresu funkcji y = f(x) o p jednostek w prawo wzdluz osi OX.




Cwiczenie 1
Naszkicuj wykres funkcji f. Podaj dziedzine tej funkcji i rownania asymptot
jej wykresu.

_ 1 2 =1 =2
2) fla)= -2 b) flo) =2 o fla)= = d) f@a) = =3
Przykiad 2
Naszkicuj wykres funkcji f(x) = —I—JlrQ.
Wykres funkcji f(z) = —%H otrzymuje-
my przez przesuniecie hiperboli g(z) = —%

o 2 jednostki w lewo.

Dziedzing funkeji f jest zbiér R\ {—2}.
Asymptota pionowa jej wykresu jest pro-

sta r = —2, a asymptotg pozioma — prosta

y = 0.

Wykres funkcji y = f(x + p) dla p > 0 otrzymujemy przez przesuniecie
wykresu funkcji y = f(z) o p jednostek w lewo wzdluz osi OX.

Cwiczenie 2
Naszkicuj wykres funkcji f. Podaj dziedzine i przedzialy monotonicznosci tej
funkcji oraz réwnania asymptot jej wykresu.

a) f(l‘):—ﬁ c) f(;lf)z—rig e) f(lf)z_;ﬂ
b) fla) = s d) f(z) = 2 f) fl@)= -5

4. Naszkicuj wykresy funkcji f i g. Podaj rownania ich asymptot.

1 1 4 4 ‘
a) f(x)= —— g(x) = o +1 b) f(z) = w1 g(z) = i 2

1. Naszkicuj wykres funkcji f i podaj jej przedzialy monotonicznosci.

1 —1 -1 2
a) fe)=—= b) fle)=—5 ¢ fl@)=—75 d) fla)=-5
2. Naszkicuj wykres funkcji f(x) = 13 —, jesli jego asymptota pionowa prze-
chodzi przez punkt Q.
2) Q(1,6) b) Q(=3.8) o) Q(.0) d) Q(~2,15)



3. Na rysunku przedstawiono wykres funkcji f(r) = % dla pewnego a.

i f.Oblicz f(12) i f(—4).

Wyznacz wzor funkcj

5

Przyktad 1

C o . . 2x?—6z+45
Podaj dziedzine wyrazenia ————

2x+8
2r + 8 = 0 dla * = —4, wiec dziedzina wyrazenia jest zbior D = R\ {—4}.

Cwiczenie 1
Podaj dziedzine wyrazenia.
3
Cwiczenie 2
Podaj dziedzine wyrazenia. Oblicz jego wartosci dla x = 1 oraz =z = —1.
r+1 2r+4 4x r+3
a) T b) r—3 C.) r2—-9 d) 243

6 r—3 —x249
) 2x+6 d) —2x+7

Tr—>5

Czasami wyrazenie wymierne mozna uprosci¢. Nalezy jednak pamietac¢, ze
dziedzing wyrazenia uproszczonego jest dziedzina wyrazenia przed uproszcze-

niem.
Przyktad 2
., .. 8x? .
a) Upros¢ wyrazenie % gdzie z € R\ {0}.
82 .
20 =

b) Uprosé¢ wyrazenie ;:__?;3 edzie » € R\ {3}.

r—=3 _ x=3 _ 1
20—6  2(x—3) 2




Cwiczenie 3
Podaj dziedzine wyrazenia, a nastepnie je uprosc.

7 4z 7 xz=1 ' x
4x 42 2% +4x
b) 212 d) 3x+6 f) x
Przykiad 1
Tl . .. T =2 ..
a) Wykonaj mnozenie —5 "5z gdzie x € R\ {0,2}.
e le=z _Tw _ 1
lez=2 222 222 2x
, . . . 16 z2-9 . .
b) Wykonaj mnozenie i gdzie r € R\ {3}.
16 22-9 816 l(a=3)(x=4+3) _ 82 + 24
x—3 2 1z=3 21 Y

Cwiczenie 1
Podaj odpowiednie zalozenia i wykonaj mnozenie.

) 6x ' 43 C) r+1 ) 2r—6
x+3 T2 S x—3 T

by 2244 8x? ) 2=4 12
4x 2x+4 18r 4—=x

Cwiczenie 2
Podaj odpowiednie zalozenia i wykonaj mnozenie.

a) 14 I ¢) 2 x—3
742 7 S x2-9 T

24 r—4 2r x%2-36
b) 2—16 3 d) r+6 x2
Przykiad 2

2
x4+4 * 3x4+12°
Zakladamy, ze x +4 # 01 3z + 12 # 0,

zatem x € R\ {—4}.

Wykonaj dzielenie

4 2 oy’

o441 3z+12 e 2

2z—10 3x+3

C) r+1 r—>5
f) 2x+2 _ r—23
r—2 3x+3
o) 42°—1 6
' 4 20—1
3r+42 12
f) 3 9r2—4
a ¢ _a d
b'd b ¢

1
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dlab#0,c#£0,d+#0



Cwiczenie 3
Podaj odpowiednie zalozenia i wykonaj dzielenie.

) O . 3 ¢ 18 . -3 o) 9z G
r—2  4x—8 S 2r—6 " 4x—12 244 T 42

-5 10 -6 . 9 1022 . 5
b) 2r+1 ~ 6x+3 d) 3—2x  4x—6 £) r—5 " 102z
Przykiad 3

. .2 .

a) Wykonaj dodawanie = + % gdzie z € R\ {0}.
2,1 _3-2 + 1 _ 6 4+ 1 _ 7 wspolnym mianownikiem
x 3xr 3-x 3z 3xr 3z 3z obu utamkéw jest 3z

v . . . 1 3x RTET _
b) Wykonaj odejmowanie T3 T Bard gdzie r € R\ {-2}.

wspolnym mianow-
nikiem obu utam-
kéw jest 2z + 4

1 3z _ 2 3z 2 3z _ 2-3x
r+2  2x+4  2(z+2) 2z+4 2x+4  2x+4  2x+4

Cwiczenie 4
Podaj odpowiednie zalozenia i wykonaj dzialanie.

6 5 3 T r+1 2x—5
a) o+ 5 s S ) o3 T i
4 3 T 1 2rx—1 r—1
b 5~ 1 S e el f) 5o76 ~ 22
Przykiad 4
- . . —4 2 . 1
a) Wykonaj dodawanie 5oa1 T oo edzer e R\ {—3.,0}.
—4 4 2 _ —dx 2(2x+1) _ wspolnym mianownikiem
2r4+1 =z 2z4+1)z  (2z+1)x obu utamkéw jest (2z + 1)z
—4dr+4x+2 2
2z+1)x  (2z+1)x
b) Wykonaj odejmowanie 113 - I2I_9’ gdzie z € R\ {-3,3}.
1 T 1 T
r—3 x2-9  z-3 (2—3)(z+3)
43 . wspolnym I’Iliaflownikieln
= — — = obu utamkéw jest
(z=3)(z+3)  (z=3)(z+3) (x +3)(z — 3)
r+3—x 3

(x—3)(z+3) ~ 229



Cwiczenie 5

Podaj odpowiednie zalozenia i wykonaj dzialanie.

2 4 2 2 46 92

a) —3 & x+3 ) x T x+3 ) r2-9 = z43
r—>5 T 6 8 4
b) 2~ 2 d) — -3 f) ——e + —

Podaj odpowiednie zalozenia i wykonaj mnozenie. Oblicz wartos¢ wyraze-

nia dla = = %

— . ';2 ',3 - g ’ 2 ',_
a) z—2 3z c) z> 3z-9 e) (z+1)* 6x—2
T 2x—4 3—x T 3x—1 r+1
g _l 9 ,3 2 g 2
r—1 x " 2x—1 r—4 4x+8
Podaj odpowiednie zalozenia i wykonaj dzielenie. Oblicz warto$¢ wyraze-
nia dla = = —%.
3 1 4z42 2 x 3
) 4r = 2x2 ) 2 ) z—4  2x-8
6 . 3 6z—-9 3 20 . 5
b) 527 * Tox A=z ip 3 v

5. Podaj odpowiednie zalozenia i wykonaj dzialanie.

T 2—2x —T 3—x x—1 47
a) T3+ 5 ) 771~ 2048 ) 572 1 3276
r+3 3r+1 2 14+x 2x r—2
b) 2x—1 1-2x d) 2—3x 6x—4 f) 10x—15 2x—3
6. Podaj odpowiednie zalozenia i wykonaj dzialanie. Oblicz wartos¢ otrzy-
manego wyrazenia dla r = —2.
2 1 1 1 3 3
) st )z " Sy d s e
1 1 4 ! x T
) 32 "= s g D ea 1=



